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Danh muc ky hiéu
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S6 s6 nguyeén t6 phan biét 14 uée cia n
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MG dau

Trong toan hoc, néu s6 nguyén a chia hét cho s6 nguyén d thi s6 d dugc
goi 1a ude ciia s6 nguyen a, a duge goi 1a boi ciia d. S6 nguyen duong d 16n
nhat 14 u6c clia ca hai s6 nguyén a, b dude goi 1a uée chung 16n nhat ctia a va
b, ky hieu d = (a,b). Udc chung 16n nhat ctia hai s6 a va b ¢6 nhiéu tinh chat

Iy thi, ta c6 thé 4p dung dé gidi cac bai tap vé sé hoc va hinh hoc.

Nam 1935, Pillai [5] 1a ngudi dau tien dua ra dinh nghia ham tong wéce
chung 16n nhat (ham Pillai) bang he thic

n

g(n) = (j,n)

j=1
trong d6 (j,n) la wéc chung 16n nhat ctia hai s6 j va n. Ong chitng minh ring

¢(n)

n)=n) —=

gn)=n) T

dn
trong d6 ¢(n) 13 ham Euler. Him tong uéc chung 16n nhat 14 mot ham s6 so
cap duge dinh nghia bing tong cac udc chung 16n nhat clia n s6 nguyen dau
tién véi n.

Trong qué trinh phét trién ctia khoa hoc ki thuat noéi chung va toan hoc
néi rieng, két qua vé ham tong wée chung 16n nhat da duge nhiéu nha toan

hoc phéat trién theo céc huéng khac nhau.

Nam 2001, mot két qua méi vé tng dung clia ham tong udc chung 16n nhat
dugce cong bo bdi Kevin A. Broughan. Ham nay xuat hién khi tim kiém danh
gia xap xi cho bai toan dém diém mang. Bai toan dém diém mang (diém c6
toa do nguyén) clia mot vat thé 1a bai toan co trong Iy thuyét s6 duge dua ra
bdi Gauss va Dirichlet. Ham téng uéc chung 16n nhat cé6 quan hé chit ché véi

bai toan dém diém mang.
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Sau d6, nhiéu nha toan hoc trén thé gidi da quan tam hudéng nghién ctu
nay va cac két qua vé ham tong udc chung 16n nhat lan lugt duge cong bo,

theo huéng di sau va mé rong thanh ham téng uée chung 1én nhat suy rong.

V6i mong mudn tim hiéu sau hon vé wée chung 16n nhat va ham téng ude
chung 16n nhat, duéi syt huéng dan ctia PGS. TS. Nong Quoc Chinh to6i manh
dan chon dé tai nghién citu: “Vé ham téng-ged”.

Muc dich nghién cttu ctia luan van 1a khai thac vé uéc chung 16n nhat, ham
tong u6c chung 16n nhat cing cac tinh chat so6 hoc ctia ham téng uéc chung
16n nhat duya trén bai bao “The ged-Sum Function” clia Kevin A. Broughan

dang trong tap chi Journal of Integer Sequence nam 2001.

Noi dung ctia luan vin gom ba chuong:

Chuong 1. Uéc chung 16n nhat. Trong chuong nay, chiing toi trinh bay
mot s6 khai niém va cac tinh chat co ban vé uéc chung 16n nhat ctia céc s tu
nhién. Dé tim u6c chung lén nhat, ching toi trinh bay thuat toan Euclid.

Chuong 2. Ham tong wéc chung 16n nhéat. Trong chuong nay, ching
toi trinh bay cac két qua gan day vé ham tong uéc chung 16n nhat bao gom
dinh nghia va& mot s6 tinh chat, chudi Dirichlet v6i s6 hang tong quat 1a ham
tong udc chung 16n nhat.

Chuong 3. Ung dung. Trong phan nay, chiing toi trinh bay cach ting dung
ctia ham tong wée chung 16n nhat trong bai toan dém diém mang nguyén. Ngoai
ra con c6 mot sd bai tap pho thong vé uée chung 16n nhat.

Trong qua trinh thuyc hién luan van thac si, tac gia da nhan dugce sy gitup
ds, tao diéu kién nhiét tinh vd quy bau ctia nhiéu ca nhan, tap theé.

Loi dau tién tac gid xin duge bay t6 long biét on sau sic t6i thay gido
PGS.TS. Nong Quoc Chinh da tan tinh huéng dan trong sudt qua trinh lam

luan van nay.

Tac gia xin chan thanh cdm on toan thé cac thay co trong Khoa Toan -
Tin, truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Théai Nguyén da tan tinh huéng dan,
truyen dat kién thic trong sudt thoi gian theo hoc, thuc hién va hoan thanh
luan van.

Cam on su gitp d6 ctia ban be, ngudi than va cac dong nghiep dé toi ¢



thé hoan thanh luan vin nay.

Thai Nguyén, thang 5 nam 2016

Tac gia

Phan Nguyén Ngoc Dung



Chuong 1
Uéc chung 16n nhat

Trong chuong nay, chiing toi trinh bay mot s6 khai niem va cac tinh chat
co ban vé uée chung 16n nhat clia céc s6 tir nhién. Dé tim wéce chung 16n nhat,
chiing toi trinh bay thuat toan Euclid. Céc bai tap trong toan hoc phd thong

vé uéc chung 16n nhat duge trinh bay trong muc 1.3.

1.1 Khai niém va tinh chat ctia uéc chung 16n nhéat
Trong 1y thuyét so, tap so6 tu nhién 1a
N=1{0,1,2,3,4,...},
va tap so nguyén 1a
Z=1{..,-3,-2-1,01,23...}).

Dinh nghia 1.1.1. ([7]). Cho a,b € Z ta néi rang b chia hét a, ky hi¢u a | b,
néu ton tai ¢ € Z dé xay ra ac = b. Trong truong hop nay, ta néi rang a la wdc
ctia b. Ta noi rang b khong chia hét a, ky hieu a { b, néu khong ton tai ¢ € Z

sao cho ac = b.
Khi a | b ta ciing n6i b 14 boi clia a ho#ic b chia hét cho a va ky hieu la bia.

Vidu1.1.2. Tac62|6vivei3 €Z,2-3 =06, =3 |15 vi v6i —5 € Z thi
—3-(=5)=15,347trong Z vi 7 =2-3 + 1, vi vay 3 khong la uéc ctia 7.
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Nhan xét 1.1.3. Tat ca moi s6 nguyén deéu la uée cia 0, va 0 chi 1a uée clia
khong. Moi s6 nguyén déu c6 uée 1a 1 va chinh no, ta goi ching 1a cic uéc tam

thuong.

Dinh nghia 1.1.4. ([7]). Mot s6 nguyén n > 1 dugc goi 1a nguyén t6 néu n

chi ¢6 wée 1a 1 va chinh né. Néu s6 n khong 1a sd nguyén to thi ta néi n 1a hop

A

50.
Vi du 1.1.5. Day cic s6 nguyén t6 dau tién trong N 13
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, ...
va cac hop s6 dau tien 1a
4,6,8,9,10,12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, . ..
Nhan xét 1.1.6. S6 1 khong 13 hgp s6 cling khong 13 s6 nguyén to.

Dinh 1y 1.1.7. (Dinh 1y co ban ctia s6 hoc). Moi s6 tu nhicu déu duge viét
duy nhat dudi dang tich cia cdec sé6 nguyén to néu khong ké dén thit tu cdc

nhan ti.

Dinh nghia 1.1.8. Mot s6 nguyén duong d dude goi 1a uéc chung ctia hai s6

nguyén a va b khi va chi khi d 1a w6c cta a va d cling la udce cuia b.

Dinh nghia 1.1.9. U6c chung 16n nhat ctiia hai s6 a va b, ky hieu 1a (a, b), 1a

s6 nguyén duong 16n nhat d théa man d | a va d | b. Tric 1a
(a,b) =max{d € Z:d|avad|b}.

Vi du 1.1.10. (1,2) = 1,(5,10) = 2,(6,27) = 3, va véi bat k¥ a, (0,a) =
(a,0) = a. Dac biét (0,0) = 0.

Dinh nghia 1.1.11. Hai s6 nguyén a va b dudc goi 1a nguyén to cung nhau

néu (a,b) = 1.

Meénh dé 1.1.12. Gid s a va b la cic s6 nguyén vdéi b # 0. Khi dé ton tai
duy nhat hai s6 nguyén q va r sao cho a =bq+r, vdi 0 <17 < [b].
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Chiing minh. Dé cho don gian, gia s cd a va b déu duong. Goi Q 1a tap cac
s6 nguyeén khong am n sao cho a — bn khong am. Khi d6 @ khac réng bdi vi
0 € Q va @Q bi chin bdi vi a — bn < 0 v6i moi n > a/b. Lay ¢ la phan tit 16n
nhat ctia Q. Khi d6 r = a — bqg < b, vi néu ngudc lai ¢ + 1 ciing thuoc Q. Do
d6 g va r thda dicu kién ton tai.

Dé chitng minh tinh duy nhat, gia s ring ¢’ va r’ cling théa méan meénh dé.
Khido ¢ € Qvir'=a—bg >0, nén ¢ < q, va ta c6 thé viét ¢ = ¢ — m véi
m > 0. Néu ¢’ # ¢, thi m > 1, nén

r=a—-bf =a—blg—m)=a—-bg+bm=r+bm>0b

do r > 0, mau thuan. Do d6 ¢ = ¢ va v’ = a — b¢’ = a — bg = r, dicu phai

chting minh. ]
Bo6 dé 1.1.13. Vi cic sé nguyén bat kj a va b, ta cé
(a,b) = (b,a) = (+a,+b) = (a,b — a) = (a,b+ a).

Chitng minh. Ching t6i chi chiing minh (a, b) = (a,b — a), vi cac trudng hop
khéc duge chitng minh tuong ty. Gid st d | @ va d | b, khi d6 ton tai ¢; va
¢y sao cho a = c1d vad b = cod. Khi d6 b — a = cod — c1d = d(c2 — ¢1), nén
d| (b—a). Do d6 (a,b) < (a,b— a), vi tap ma ta lay gia tri cyc dai cia (a, b)
la tap con cia (a,b — a). Lap tuan tuong tu véi a duge thay bang —a va b
dugce thay bang b — a, chira (a,b—a) = (—a,b —a) < (—a,b) = (a,b), ching
t6 (a,b) = (a,b—a). O

B6 dé 1.1.14. Gid st a,b,n € Z. Khi dé (a,b) = (a,b — an).
Chiing minh. Bang cach ap dung lién tiép Bo dé 1.1.13 n lan, ta c6

(a,b) = (a,b—a) = (a,b—2a) =--- = (a,b—na).

Bé6 dé 1.1.15. Vdi cic s6 nguyén a,b,n bat ky, ta co

(an,bn) = (a,b) - |n|.



